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Abstract 
I examine the idea of 'the long run' in Piketty (2014) and related works. In contrast to 
simplistic interpretations of long-run models of income- and wealth-distribution 
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♠❡♥t ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❝❧❛✐♠ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣r♦❝❡ss ✕ r✐s✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦❧❧♦✇❡❞
❜② ❢❛❧❧✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭ P✐❦❡tt② ✷✵✶✹✱ ♣❛❣❡s ✶✸✲✶✺✮✳✶ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❛② ✐♥
✇❤✐❝❤ t❤❡ ❑✉③♥❡ts ✈✐s✐♦♥ ❤❛s s♦♠❡t✐♠❡s ❜❡❡♥ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐s t❤❛t t❤❡ ✐♥✈❡rt❡❞✲❯
st♦r② ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ✐♥❡✈✐t❛❜❧❡ ♣❛tt❡r♥ ❢♦r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞
✇❡❛❧t❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ■♥ ♠② ✈✐❡✇ t❤❡ ❑✉③♥❡ts ♣r♦❝❡ss ✐s ❜❡tt❡r ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛
✇❛② ♦❢ ♣♦s✐♥❣ s♦♠❡ ♠♦t✐✈❛t✐♥❣ ❜r♦❛❞ q✉❡st✐♦♥s ❛❜♦✉t ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s
❛t ❛ t✐♠❡ ✇❤❡♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❞❛t❛ ✇❡r❡ s❝❛r❝❡✳ ■t ✐s ✉s✉❛❧❧② ♥♦t s❡❡♥ ❛s s♦ ❤❡❧♣✲
❢✉❧ ♥♦✇❛❞❛②s ✐♥ t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❜r♦❛❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t ✐s ♥♦✇ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
✭❆t❦✐♥s♦♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶✮✳
■ ✇❛♥t t♦ ❡♠♣❤❛s✐s❡ t❤❛t ♠② r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ✏♠❛♥tr❛✑ ✐s ♥♦t ❛♥ ❛tt❛❝❦ ♦♥
t❤❡ ♣✐♦♥❡❡r✐♥❣ ✇♦r❦ ♦❢ ❑✉③♥❡ts✳ ❑✉③♥❡ts ❞✐❞ ♥♦t tr② t♦ ♦✈❡r✲❝❧❛✐♠ ✐♥ ❤✐s ❦❡②
♣❛♣❡rs✳✷ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❤❡ ✇❛s ❝❛r❡❢✉❧ ❛❜♦✉t ✇❤❛t ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ s❛② ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♥
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛✿ ✐♥❞❡❡❞ ❑✉③♥❡ts✬ ❡❛r❧✐❡r ❝❛r❡❢✉❧ ✇♦r❦ ✭❑✉③♥❡ts ✶✾✺✸✮ ✇❛s ❛ ♠♦❞❡❧
✶■♥ ❢❛❝t ♣♦♣✉❧❛r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ❑✉③♥❡ts ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❥✉st ♦♥❡ ♦❢ t✇♦ ❢♦r❝❡s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❤✐s
✶✾✺✺ ♣❛♣❡r✳ ❍❡ ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ s❛✈✐♥❣s ✐♥ ❛ ♠❛♥♥❡r
t❤❛t ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ P✐❦❡tt②✿ ✏♦♥❡ ❝❛♥ t❤❡♥ s❛②✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❛t t❤❡ ❜❛s✐❝ ❢❛❝t♦r ♠✐❧✐t❛t✐♥❣
❛❣❛✐♥st t❤❡ r✐s❡ ✐♥ ✉♣♣❡r ✐♥❝♦♠❡ s❤❛r❡s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ♦❢
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ s❛✈✐♥❣s✱ ✐s t❤❡ ❞②♥❛♠✐s♠ ♦❢ ❛ ❣r♦✇✐♥❣ ❛♥❞ ❢r❡❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ s♦❝✐❡t②✑ ✭❑✉③♥❡ts
✶✾✺✺✱ ♣❛❣❡ ✶✶❀ s❡❡ ❛❧s♦ ❆t❦✐♥s♦♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶✱ ♣❛❣❡ ✺✼✮✳
✷❉✐s❛r♠✐♥❣❧② ❤❡ ❛❞♠✐ts✿ ✏■♥ ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ■ ❛♠ ❛❝✉t❡❧② ❝♦♥s❝✐♦✉s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛❣❡r✲
♥❡ss ♦❢ r❡❧✐❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♣❡r❤❛♣s ✺ ♣❡r ❝❡♥t ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛♥❞ ✾✺ ♣❡r ❝❡♥t s♣❡❝✉❧❛t✐♦♥✱ s♦♠❡ ♦❢ ✐t ♣♦ss✐❜❧② t❛✐♥t❡❞ ❜② ✇✐s❤❢✉❧ t❤✐♥❦✐♥❣✳✑ ✭❑✉③♥❡ts ✶✾✺✺✱
♣❛❣❡ ✷✻✮✳
✷
❢♦r t❤❡ ✇❛② ✐♥ ✇❤✐❝❤ P✐❦❡tt② ❛♥❞ ❤✐s ❝♦❧❧❛❜♦r❛t♦rs ❤❛✈❡ ❛ss❡♠❜❧❡❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠
t❛① ❞❛t❛✳
❆ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❛♥tr❛
■t ✐s ♦❢t❡♥ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣❡rs♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ ✇❡❛❧t❤ ♦r ✐♥❝♦♠❡ ✉s✐♥❣ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✳ ■❢ t❤❡r❡ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛
r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ s❤❛♣❡ ❛❝r♦ss ❛ ❜r♦❛❞ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ s❡ts t❤❡♥ ✐t ✐s t❡♠♣t✐♥❣ t♦
r❡❢❡r t♦ t❤✐s s❤❛♣❡ ❛s ❛ ✏❧❛✇✑ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ P❡r❤❛♣s t❤❡ ♠♦st ✇✐❞❡❧② ❦♥♦✇♥ ♦❢
t❤❡s❡ ✐s P❛r❡t♦✬s ▲❛✇✳ ❇✉t ✇❤❛t ✐s ✐t ❛♥❞ ✇❤❛t ✐s t❤❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❛r❡t♦
❛♥❛❧②s✐s❄ ❚❤❡ s✉♣♣♦s❡❞ ❧❛✇ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s✱ s♦♠❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤
❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠✐s❧❡❛❞✐♥❣✳
P❛r❡t♦ ✇❛s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r s♦♠❡ ♣✐♦♥❡❡r✐♥❣ ✇♦r❦ t❤❛t ✐♥ s♦♠❡ ✇❛② ❝❛♥ ❜❡
s❡❡♥ ❛s s✐♠✐❧❛r t♦ P✐❦❡tt②✬s r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❥❡❝t✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s❝❛r❝❡ ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✶✾t❤ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✷✵t❤ ❝❡♥t✉r✐❡s ❤❡ ♣♦st✉❧❛t❡❞
t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡s r❡❣✉❧❛r❧② ❝♦♥❢♦r♠❡❞ t♦ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣❛tt❡r♥
✭P❛r❡t♦ ✶✽✾✻✱ ✶✾✻✺✱ ✷✵✵✶✮✳✸ ❯s❡ F t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❛❧t❤✱
s♦ t❤❛t F (W ) ♠❡❛♥s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✇❡❛❧t❤ ❧❡ss t❤❛♥ ♦r
❡q✉❛❧ t♦ W ✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s❤❛♣❡ t❤❛t P❛r❡t♦ ✉♥❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ ❤✐s ❞❛t❛
❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐s❡❞ ❜②
log (1− F (W )) = k − α logW,
✇❤❡r❡ k ❛♥❞ α ❛r❡ ❝♦♥st❛♥ts✳✹ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐❢ ♦♥❡ ♣❧♦ts t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
✇❡❛❧t❤ ✐♥ ❞✐❛❣r❛♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❣ ♦❢ ✇❡❛❧t❤ W ♦♥ t❤❡ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛①✐s ❛♥❞ t❤❡
❧♦❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♣♦ss❡ss✐♥❣ W ♦r ♠♦r❡ ♦♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧
❛①✐s✱ t❤❡♥ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❣❡t ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② s❧♦♣❡❞ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t k ✭t❤❡
✐♥t❡r❝❡♣t ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✮ ✐s ♥♦t ♦❢ ❣r❡❛t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s✉♣♣♦s❡❞ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣❀ ❜② ❝♦♥tr❛st t❤❡ s❧♦♣❡ ✕ t❤❛t ❤❛s ❝♦♠❡ t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥
❛s ✏P❛r❡t♦✬s α✑ ✕ ❤❛s s♦♠❡t✐♠❡s ❜❡❡♥ s❡❡♥ ❛s ♦❢ ❡♥♦r♠♦✉s ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❈❧❡❛r❧②
t❤✐s s✐♠♣❧❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ r❛✐s❡s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ q✉❡st✐♦♥s✳
❋✐rst✱ ✐s t❤❡ s❤❛♣❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② r❡❛s♦♥❛❜❧❡❄ ❆ str❛✐❣❤t✲❧✐♥❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✐s ♥♦t
r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❢♦r ❛❧❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ✇❡❛❧t❤ ♦✈❡r t❤❡ ❜r♦❛❞ ♠❛ss ♦❢ t❤❡
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ■❢ ♦♥❡ ❞r❛✇s t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ♦♥❡ ✜♥❞s ❛ s✐♥❣❧❡✲t❛✐❧❡❞
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ q✉✐t❡ ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
t❤❛t ❡♠❡r❣❡ ❢r♦♠ ❝♦♥t❡♠♣♦r❛r② ♦✣❝✐❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧ s♦✉r❝❡s ✐♥ ♠♦st ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❇✉t
P❛r❡t♦ ✇❛s ♦♥❧② ❛❜❧❡ t♦ ♦❜s❡r✈❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐t ✇♦r❦❡❞
❢♦r ❤✐s ❞❛t❛❀ ✐t ✐s st✐❧❧ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r s♦♠❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦❞❛②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ❤❛♥❞② ❛s ❛ s❤♦rt❝✉t ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭t❤❡ ❧♦✇❡r ✐s ❝♦❡✣❝✐❡♥t
α✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✮ ❛♥❞ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ✉s❡ ❛s
❛ t♦♦❧ ❢♦r ✜❧❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❣❛♣s ✇❤❡r❡ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r t❛✐❧ ❛r❡ s♣❛rs❡✱ ✐t ✐s ♥♦t
✸❍♦✇❡✈❡r✱ ❤❡ ♦♥❧② ✉s❡❞ ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠ ✐♥❝♦♠❡✲t❛①
❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤❡ t✐♠❡✳
✹❚❤✐s ♠✐❣❤t ♠♦r❡ ♣r♦♣❡r❧② ❜❡ t❡r♠❡❞ ✏P❛r❡t♦✬s ✜rst ▲❛✇✳✑ ❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❢♦r ✇❤❛t ✐s
❢♦r♠❛❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❛ P❛r❡t♦ ❚②♣❡✲✶ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✕ P❛r❡t♦ ❛❧s♦ s✉❣❣❡st❡❞ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞
❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r ❝❤❛r❛❝t❡r✐s✐♥❣ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ✇❡❛❧t❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭❑❧❡✐❜❡r ❛♥❞ ❑♦t③ ✷✵✵✸❀ ❈♦✇❡❧❧
✷✵✶✶✱ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✮✳
✸
❝❧❡❛r t❤❛t ❡✈❡♥ t❤❡r❡ t❤❡ P❛r❡t♦ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ❛❧✇❛②s ✇♦r❦s ✇❡❧❧ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡
✭❈♦✇❡❧❧ ✷✵✶✸✮✳
❙❡❝♦♥❞✱ ✐s t❤❡r❡ ❛ ✏t❡♥❞❡♥❝②✑ ❢♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❛❦❡ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r♠❄
❍❡r❡ ♦♥❡ ✐s ❣♦✐♥❣ ❜❡②♦♥❞ ❛ s✐♠♣❧❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ s❤❛♣❡✱ ✇❤❡r❡ s✉✐t❛❜✐❧✐t② ❝♦✉❧❞
❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② st❛t✐st✐❝❛❧ ❝r✐t❡r✐❛✳ ❆ P❛r❡t♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❡q✉✐✲
❧✐❜r✐✉♠ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣r♦❝❡ss ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹ ❜❡❧♦✇ ❢♦r ❛
❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t✮ ❜✉t t❤❡♥ ✐ts st❛t✉s ❛s ❛ ✏❧❛✇✑ ✐s
❝♦♥t✐♥❣❡♥t ✉♣♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❛t ♣r♦❝❡ss ✐s
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡✳
❚❤✐r❞✱ ✐s t❤❡r❡ s♦♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ s♦❝✐❛❧ ❞②♥❛♠✐❝ t❤❛t s✉❣❣❡sts t❤❛t ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
P❛r❡t♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♦r ought t♦ ❜❡ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ ♦r ✇❡❛❧t❤❄ ❙❤♦✉❧❞ ♦♥❡ ❡①♣❡❝t ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ♦❢ α t♦
❡♠❡r❣❡ ❛s ♣❛rt ♦❢ s♦♠❡ ❣r❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣r♦❝❡ss ♦✈❡r t✐♠❡ ♦r ♦✉❣❤t
s♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡rs ❛✐♠ ❛t ❛t ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r α ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ♣♦❧✐❝②
♦❜❥❡❝t✐✈❡❄✺ ❚❤❡s❡ t②♣❡s ♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞♦ ❧✐tt❧❡ t♦ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❢♦r❝❡s ✉♥❞❡r❧②✲
✐♥❣ ✇❡❛❧t❤ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ✐♥ s♦♠❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ❛♠♦✉♥t t♦ ❧✐tt❧❡ ♠♦r❡ t❤❛♥
st❛t✐st✐❝❛❧ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠✳
❆❣❛✐♥✱ ■ ✇❛♥t t♦ str❡ss t❤❛t t❤✐s ✐s ♥♦t ❛♥ ❛tt❛❝❦ ♦♥ P❛r❡t♦✬s ❡♠♣✐r✐❝❛❧
♠❡t❤♦❞s ❜✉t ♦♥ t❤❡ ✭♠✐s✲✮✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ♦❢ P❛r❡t♦✳ ❈❤❛♥❣✐♥❣ ❛ ✉s❡❢✉❧ ❡♠♣✐r✲
✐❝❛❧ ✐♥s✐❣❤t ❛❜♦✉t t❤❡ ✉♣♣❡r t❛✐❧ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐♥t♦ ❛ ❧❛✇ ❞♦❡s ♥♦t ❛❞✈❛♥❝❡
✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣✳
❚♦ ❛✈♦✐❞ ❜❡✐♥❣ ❞❡r❛✐❧❡❞ ❜② ❛ ♠❛♥tr❛ ❛♣♣r♦❛❝❤✻ ❛♥❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♠♦r❡ ♣r♦✲
❞✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡①❛♠✐♥❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② t❤❡ ♥❛t✉r❡
♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡
♦❢ ✇❡❛❧t❤✳
✸ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇❡❛❧t❤
■t ✐s ♥♦t ❤❛r❞ t♦ ✜♥❞ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧s t❤❛t
❛r❡ ✉♥♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳ ❆ ❝②♥✐❝ ♠✐❣❤t s✉❣❣❡st t❤❛t ♠❛❦✐♥❣ ✐t ❤❛r❞ ❢♦r
t❤❡ ♥♦♥✲t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡❛❞❡r t♦ ❣r❛s♣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛♥ ❡s✲
s❡♥t✐❛❧ ♣❛rt ♦❢ ❛❝❛❞❡♠✐❝ r❡s♣❡❝t❛❜✐❧✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡ ❝②♥✐❝✐s♠ ✐s
♠✐s♣❧❛❝❡❞✿ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ✇❡❛❧t❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳
❚❤❡ t✇♦ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ t❤❡
❞✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❢♦r❝❡s t❤❛t ❜❡❛r ✉♣♦♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡
♥❛t✉r❡ ♦❢ t✐♠❡ ✇✐t❤✐♥ ❛♥② r❡❛s♦♥❛❜❧② ✢❡s❤❡❞✲♦✉t ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ▲❡t ✉s ❜r✐❡✢②
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡s❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥s ✸✳✶ ❛♥❞ ✸✳✷✳
✺❆s ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst s❡❡ t❤❡ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❛ r❛t❤❡r ♦❞❞ ✏♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t❤❡♦r② ♦❢ ❤✐st♦r②✑
t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❉❛✈✐s ✭✶✾✹✶✮ ❛♥❞ ❇❡r♥❛❞❡❧❧✐ ✭✶✾✹✹✮❀ ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❡❡ ❆❞❛♠s
✭✶✾✼✻✮✳
✻P✐❦❡tt② ✭✷✵✶✹✮ ❞✐s❝✉ss❡s ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❛♥tr❛s ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ❣❡t s✐❞❡tr❛❝❦❡❞✳
✹
✸✳✶ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s
■❢ ✇❡ ✇❛♥t ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ t❤❡♦r② ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ✇❡ ❧♦♦❦❄ ❚❤❡
❡❝♦♥♦♠✐st✬s ✐♥st✐♥❝t✐✈❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐s t♦ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t❛❧✐s❡ t❤❡ ❛♥s✇❡r ✐♥t♦ ✭❛✮ t❤❡
r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡t ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛♥❞ ✭❜✮ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ♥♦♥✲♠❛r❦❡t ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ ✇✐t❤
❛ str♦♥❣ ♣r❡s✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❡♠♣❤❛s✐s ❜❡ ♦♥ ✭❛✮✳
✭❛✮ ❖❜✈✐♦✉s❧② t❤❡ ♠❛r❦❡t ✐s ❝❡♥tr❛❧ t♦ ❛ ❧♦t ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ st♦r② ✐♥ t❤❛t
✐t ✉❧t✐♠❛t❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ r❛t❡ ♦❢ r❡t✉r♥ t♦ ❧❛❜♦✉r ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧✱ t❤❡ ❢❛❝t♦rs
♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❢❛✐r❧② ✉s❡❢✉❧ ❧♦♥❣✲r✉♥
♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡①tr❡♠❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳
❚②♣✐❝❛❧❧② s✉❝❤ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧s ✇♦✉❧❞ ❝♦♥s✐st ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡✲❧✐✈❡❞ ❛❣❡♥ts ✇❤♦ tr❛❞❡
✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❲✐t❤✐♥ s✉❝❤ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❧✐♣ ✐♥t♦ t❤❡ ♠✐♥❞s❡t t❤❛t
t❤❡ ♠❛r❦❡t t❛❦❡s ❝❛r❡ ♦❢ ❡✈❡r②t❤✐♥❣✳ ❇✉t ❞♦❡s ✐t❄ ❖❜✈✐♦✉s❧② ♥♦t ✐♥ s✐t✉❛t✐♦♥s
✇❤❡r❡ ✏♠❛r❦❡t ❢❛✐❧✉r❡✑ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ✕ ✐♠♣❡r❢❡❝t ❛♥❞ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱
❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s✱ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞s ❛♥❞ t❤❡ ❧✐❦❡✳ ❇✉t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛♥❛❧②s✐♥❣ t❤❡ ❧♦♥❣✲
r✉♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❛❧t❤ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❛♣♣❡❛❧ t♦ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡t ✐♥
♦r❞❡r t♦ q✉❡st✐♦♥ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❛s ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳
✭❜✮ ■❢ ❡❝♦♥♦♠✐sts ❛❞♠✐t t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥✲♠❛r❦❡t ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t❤❡♥
♣❡r❤❛♣s t❤❡✐r t❤♦✉❣❤ts ♥❡①t t✉r♥ t♦ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳ ❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s
♦❜✈✐♦✉s❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ t❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛♥❞ ❡♥❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ ❧❡❣❛❧ ❛♥❞
✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ✉♥❞❡r♣✐♥s ✇❡❛❧t❤ ♦✇♥❡rs❤✐♣ ❛♥❞ ✇❡❛❧t❤ tr❛♥s❢❡rs✳
❇✉t✱ ❛r❣✉❛❜❧② t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s r♦❧❡ ✐s s❡❝♦♥❞❛r② t♦ ❛♥♦t❤❡r ❝❧❛ss ♦❢ ♥♦♥✲♠❛r❦❡t
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✕ ✈♦❧✉♥t❛r② tr❛♥s❢❡rs ❛♥❞ ✐♥❤❡r✐t❛♥❝❡✳
✸✳✷ ■♥❤❡r✐t❛♥❝❡
❚✐♠❡ ❧✐♥❦❛❣❡s ❛r❡ ❝❡♥tr❛❧ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥❤❡r✐t❛♥❝❡ ♣r♦❝❡ss✳ ■t ❝❛♥ ❜❡
t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s ❛ st♦r② ♦❢ t✇♦ ❝❤❛♣t❡rs✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡
✭❈❤❛♠♣❡r♥♦✇♥❡ ❛♥❞ ❈♦✇❡❧❧ ✶✾✾✽✮✿
❈❤❛♣t❡r ✶✿ ■♥tr❛❣❡♥❡r❛t✐♦♥❛❧✳ ❚❤✐♥❦ ♦❢ ❛ ❧✐❢❡t✐♠❡ ❛s ❛ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ t❤❛t
r✉♥s ❢r♦♠ ✐♥✐t✐❛❧ ❛❣❡ t0 t♦ ✜♥❛❧ ❛❣❡ t1✱ ✇❤❡r❡ t0 ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜✐rt❤✱
♦r ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t s✉❝❤ ❛s ❡♥tr② ✐♥t♦ t❤❡ ❧❛❜♦✉r ♠❛r❦❡t ❛♥❞
t1 ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞❡❛t❤ ♦r s♦♠❡ ♦t❤❡r ❦❡② ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡①✐t ♣♦✐♥t✱ s✉❝❤ ❛s
t❤❡ ❞❛t❡ ♦❢ r❡t✐r❡♠❡♥t❀ t✐♠❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s ✢♦✇✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②
❢r♦♠ t0 t♦ t1✱ ♦r ❛s ♣❛ss✐♥❣ ✐♥ ❞✐s❝r❡t❡ ✉♥✐ts ✭②❡❛rs✮✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♦r ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ♣❧❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t✐✈✐t② t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ ❡✐t❤❡r ❝❛♣✲
✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦r t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ss❡ts✳ ❚❤✐s s❡ts t❤❡ s❝❡♥❡ ❢♦r t❤❡
s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣t❡r✳
❈❤❛♣t❡r ✷✿ ■♥t❡r❣❡♥❡r❛t✐♦♥❛❧✳ ❚❤✐♥❦ ♦❢ s♦❝✐❡t② ❛s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤
t✐♠❡ ♦❢ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞②♥❛st✐❡s✱ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❜② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠❛❣✐♥❡❞ ❛s ❛ ❞✐s❝r❡t❡✲♥✉♠❜❡r ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✳
❚❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s ✐s t❤❡ ✐♥❤❡r✐t❛♥❝❡ ♣r♦❝❡ss✿ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝❛♣✲
✐t❛❧ ✐s ♣❛ss❡❞ ❢r♦♠ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ n t♦ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ n+1✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ t❤❡ ✇❛② ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ s♦❝✐❡t② ♦♣❡r❛t❡✱ ♦t❤❡r ❢♦r♠s ♦❢
✇❡❛❧t❤✱ s✉❝❤ ❛s ❤✉♠❛♥ ❝❛♣✐t❛❧✱ ♠❛② ❜❡ ♣❛ss❡❞ t♦♦✳
✺
❚❛❦✐♥❣ ❛ s♥❛♣s❤♦t ♦❢ ✇❡❛❧t❤ ❛t ❛♥② ♠♦♠❡♥t ✐♥ ❤✐st♦r②✱ ♦♥❡ s❡❡s ❡❧❡♠❡♥ts ❞r❛✇♥
❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❝❤❛♣t❡rs✳ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❞②♥❛st✐❡s ✇❤♦
❤❛♣♣❡♥❡❞ t♦ ❜❡ ❜♦r♥ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ②❡❛rs ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❧✐✈❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❙♦ t♦
tr❛❝❦ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ✇❡❛❧t❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡✐t❤❡r
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✇❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣✐❝t✉r❡ ❧♦♦❦s ❧✐❦❡ ✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ②❡❛r ♦r t❤❡ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❞②♥❛st✐❡s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ n✳
✸✳✸ ❆ ♠❡t❛✲♠♦❞❡❧
❲❡ ♥❡❡❞ ❛ s✐♠♣❧❡ s❦❡t❝❤ ♦❢ ❤♦✇ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✇❡❛❧t❤
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥
❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ t✇♦✲❝❤❛♣t❡r ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✉♥❞❡r
t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ✐♥❤❡r✐t❛♥❝❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✮✳
▼❛✐♥str❡❛♠ ❡❝♦♥♦♠✐❝s ✐s str♦♥❣❡r ♦♥ ❈❤❛♣t❡r ✶ ♦❢ t❤❡ ✇❡❛❧t❤✲❞②♥❛♠✐❝s
st♦r②✳ ▲✐❢❡✲❝②❝❧❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧❧② ✉s❡❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ s❛✈✐♥❣s ❜❡❤❛✈✐♦✉r❀
❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s t♦ ❝♦✈❡r ❛ ❜❡q✉❡st ♠♦t✐✈❡ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡✱ ❧♦❣✐❝❛❧ ✇❛② ♦❢
❝❧♦s✐♥❣ ♦✉t t❤❡ ✏❈❤❛♣t❡r ✶✑ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❙t❛♥❞❛r❞ ♠✐❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♣r♦✲
✈✐❞❡s ❛♣♣❛r❡♥t❧② r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛♥s✇❡rs t♦ q✉❡st✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ r✐s❦ t❛❦✐♥❣✱
❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ ❛❝t✐✈✐t②❀ ♠✐❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝s ❣✐✈❡s ✉s ❝❧❡❛r ❛♥s✇❡rs ❛❜♦✉t t❤❡ ❢♦r❝❡s
❛✛❡❝t✐♥❣ ✇♦r❦ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛♥❞ t❤✉s ❛❜♦✉t ❧❛❜♦✉r ♠❛r❦❡t ♦✉t❝♦♠❡s t❤❛t ❛✛❡❝t t❤❡
✇❡❛❧t❤ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡✳✼
❚❤❡ ❈❤❛♣t❡r ✷ ❡❧❡♠❡♥ts ✕ ❧✐♥❦✐♥❣ ♦♥❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡①t ✕ ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛
❞✐✈❡rs❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s✱ s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠s ❛♥❞ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✳ ❆ ❜r✐❡❢ ❝❤❡❝❦❧✐st
✇♦✉❧❞ s✉r❡❧② ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳
❋❛♠✐❧② ❢♦r♠❛t✐♦♥
■❢ t❤❡ r✐❝❤ ❢♦r♠ ♠❛rr✐❛❣❡ ❛❧❧✐❛♥❝❡s ✇✐t❤ t❤❡ r✐❝❤ t❤✐s ❝❧❡❛r❧② ❤❛s ❛ tr❡♠❡♥❞♦✉s
✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ✇❡❛❧t❤ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦
s♦❝✐❛❧ s❡tt✐♥❣s ✇❤❡r❡ ♣❛rt♥❡rs❤✐♣ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❛r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❞✐✛✉s❡ ✭❇❧✐♥❞❡r
✶✾✼✸✮✳ ❇✉t ♦t❤❡r ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ❛r❡ ❛❧s♦ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❞✐✈✐s✐♦♥ ♦r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❛❧t❤ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥❤❡r✐t❛♥❝❡ ♣r♦❝❡ss✿ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❢❛♠✐❧② s✐③❡ ❛♥❞ ♣❛r❡♥t❛❧
✇❡❛❧t❤ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳
❇❡q✉❡st ♠♦t✐✈❡
❇❡q✉❡sts ♠❛② ❜❡ ❝♦♥s❝✐♦✉s❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❤❛♣t❡r ✶ ♣❧❛♥✲
♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❲❡ ❝❛♥ ✐♠❛❣✐♥❡ ❛❧tr✉✐st✐❝ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡
✐♥t❡r❡sts ♦❢ t❤❡✐r ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ❞✐st❛♥t ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts✳ ❋♦r t❤♦s❡ ✇❤♦ ❤❛✈❡ ❣♦♦❞ ♣❧❛♥✲
♥✐♥❣ s❦✐❧❧s ✕ ♦r ❝❛♥ ❛✛♦r❞ t♦ ❤✐r❡ s✉❝❤ s❦✐❧❧s ✕ t❤✐s ♠❛② ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢
t❤❡ ❜❡q✉❡st✴✐♥❤❡r✐t❛♥❝❡ ♣r♦❝❡ss ✭❑♦♣❝③✉❦ ✷✵✵✼✱ ✷✵✶✸✮❀ ♦❢t❡♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐♥t❡r✲
❣❡♥❡r❛t✐♦♥❛❧ tr❛♥s❢❡rs ❥✉st ❝♦♠❡ ❛❜♦✉t ❜② ❛❝❝✐❞❡♥t✳ ❲❤❡t❤❡r t❤❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ♦r
✼❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤✐s ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✶ ✐s ♥♦t t❤❡ ♦♥❧② ❛♣♣❛r❡♥t❧② r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✿ t❤❡
st❛♥❞❛r❞ ❛❝❝♦✉♥t ❜❛s❡❞ ♦♥ ✇❡❧❧✲✐♥❢♦r♠❡❞ ♠❛①✐♠✐s✐♥❣ ❛❣❡♥ts ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ✐♥t♦ q✉❡st✐♦♥ ❜②
t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r❛❧✲❡❝♦♥♦♠✐❝s ❧✐t❡r❛t✉r❡✳
✻
t❤❡ ❛❝❝✐❞❡♥t st♦r② ✐s ❛ ❜❡tt❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧✐t② ✐s ❝❧❡❛r❧② ❣♦✐♥❣ t♦ ❛✛❡❝t
t❤❡ ✇❛② ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦♣❡r❛t❡s ❛s t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡
✇❡❛❧t❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡✈❡❧♦♣s ♦✈❡r t✐♠❡✳
❇❡q✉❡st ❞✐✈✐s✐♦♥
❚❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ✇❡❛❧t❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✇❛②
t❤❡ ❜❡q✉❡st ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ n ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ❛♠♦♥❣st t❤❡ ✐♥❤❡r✐t♦rs ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ n+1✳
■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❢♦r♠❛❧ ❧❡❣❛❧ r❡str✐❝t✐♦♥s ✭✉s✉❛❧❧②
✇✐t❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❡q✉❛❧ ❞✐✈✐s✐♦♥✮ ♦r s♦♠❡t✐♠❡s ❜② s♦❝✐❛❧ ❝✉st♦♠ ✭♦❢t❡♥ ✇✐t❤
❤✐❣❤❧② ✉♥❡q✉❛❧ ❞✐✈✐s✐♦♥✮✿✽
✏❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ♠❛❧❡ ❝♦❞✜s❤ ✇❤✐❝❤✱ s✉❞❞❡♥❧② ✜♥❞✐♥❣ ✐ts❡❧❢ t❤❡ ♣❛r❡♥t
♦❢ t❤r❡❡ ♠✐❧❧✐♦♥ ✜✈❡ ❤✉♥❞r❡❞ t❤♦✉s❛♥❞ ❧✐tt❧❡ ❝♦❞✜s❤✱ ❝❤❡❡r❢✉❧❧② r❡✲
s♦❧✈❡s t♦ ❧♦✈❡ t❤❡♠ ❛❧❧✱ t❤❡ ❇r✐t✐s❤ ❛r✐st♦❝r❛❝② ✐s ❛♣t t♦ ❧♦♦❦ ✇✐t❤ ❛
s♦♠❡✇❤❛t ❥❛✉♥❞✐❝❡❞ ❡②❡ ♦♥ ✐ts ②♦✉♥❣❡r s♦♥s✳✑✾
❈❧❡❛r❧② ❡❝♦♥♦♠✐❝s ❤❛s t❤✐♥❣s t♦ s❛② ♦♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ❡❧❡♠❡♥ts✿ ♠❛rr✐❛❣❡
♣❛rt♥❡rs ♠❛② ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r ♣❡❝✉♥✐❛r② ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r ❧♦✈❡❀ str❛t❡❣✐❝
✐ss✉❡s ♠❛② ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ✐s ❧❡❢t t♦ ♣♦st❡r✐t② ❛♥❞ t♦ ✇❤✐❝❤ ♠❡♠❜❡rs ♦❢
♣♦st❡r✐t②✳ ❇✉t ♠❛♥② ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② s❡❡♥ ❛s
❜❡✐♥❣ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ♥♦♥✲❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥ ♥❛t✉r❡✳
❚❤❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ✇❡❛❧t❤✲♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ s♦ ❢❛r ❛♣♣❧② t♦ ✐s♦❧❛t❡❞
❛❣❡♥ts ✕ t♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛♥❞ t♦ ❢❛♠✐❧✐❡s✳ ❚❤❡s❡ ❞✐s♣❛r❛t❡ ♣❛rts ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❜r♦✉❣❤t
t♦❣❡t❤❡r✳
❚❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞②♥❛st✐❡s ✇✐t❤✐♥ s♦❝✐❡t② ❝♦✉❧❞
❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❥♦✐♥t❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ r❛t❡ ♦❢
❣r♦✇t❤ ♦❢ ♦✉t♣✉t ❛♥❞ t❤❡ r❡t✉r♥s t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❢❛❝t♦rs✱ ❧❛❜♦✉r ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧
✭❙t✐❣❧✐t③ ✶✾✻✾✱ ❈♦♥❧✐s❦ ✶✾✼✼✱ ❇♦✉r❣✉✐❣♥♦♥ ✶✾✽✶✮✳ ❚❤✐s t❤❡♥ ❝❧♦s❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧
s✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛r❦❡t r❡t✉r♥ t♦ ❧❛❜♦✉r ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❡❛r♥✐♥❣s t❤❛t ❢❡❛t✉r❡ ✐♥ ❈❤❛♣✲
t❡r ✶ ♦❢ t❤❡ ✐♥❤❡r✐t❛♥❝❡ st♦r② ❛♥❞ t❤❡ ♦✇♥❡rs❤✐♣ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ♣♦rt✲
❢♦❧✐♦s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛st✐❡s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✷✳
✸✳✹ ❆ss❡♠❜❧✐♥❣ t❤❡ ♣✐❡❝❡s
❲✐t❤♦✉t s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❡①❛❝t ❢♦r♠ ♦❢ ❛♥② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❧✐st❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐t
✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ ✐♥❞❡❡❞ ❜❡ ✈❡r② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳✶✵ ❙♦✱ ✇❤❛t
❞♦ ✇❡ ❞♦❄ ❍❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ✐❞❡❛s✿
✽❙❡❡ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ❈✐✈✐❧ ❈♦❞❡ ❝♦♥tr❛st❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❛r❧✐❡r
s②st❡♠ ♦❢ ♣r✐♠♦❣❡♥✐t✉r❡ ✕ P✐❦❡tt② ✭✷✵✶✹✮✱ ♣❛❣❡s ✸✻✶✲✸✻✺✳ ▼✉❝❤ ♦❢ t❤❡ ❯❙ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦❝✉s❡s
♦♥ ❜❡q✉❡sts ❛s ♦✛s❡tt✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝❤✐❧❞r❡♥ ❛♥❞ t❤✉s ❛❝t✐♥❣ ❛s ❛ ❢♦r❝❡ ♣r♦♠♦t✐♥❣
❡q✉❛❧✐t② ✕ s❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❇❡❝❦❡r ❛♥❞ ❚♦♠❡s ✭✶✾✼✾✮✱ ▼❡♥❝❤✐❦ ✭✶✾✼✾✮✱ ❙❤❡s❤✐♥s❦✐ ❛♥❞ ❲❡✐ss
✭✶✾✽✷✮✳ ❍♦✇❡✈❡r ❈❤✉ ✭✶✾✾✶✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❢♦r ♣r✐♠♦❣❡♥✐t✉r❡
❛s ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ♦✉t❝♦♠❡ ✇✐t❤✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s✳
✾P✳●✳ ❲♦❞❡❤♦✉s❡✱ ❚❤❡ ❈✉st♦❞② ♦❢ t❤❡ P✉♠♣❦✐♥✳
✶✵❆♥②♦♥❡ st✐❧❧ ✐♥ ❞♦✉❜t ♠✐❣❤t ❝❛r❡ t♦ ❣❧❛♥❝❡ ❛t ▼❡❛❞❡ ✭✶✾✼✸✮✱ ▼❡❛❞❡ ✭✶✾✼✻✮✱ ♣❛❣❡s ✶✹✽✲✶✺✸✳
✼
◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ t♦♦ t♦✉❣❤ ❢♦r ❛ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ s♦❧✉✲
t✐♦♥ ✐t ✐s t❡♠♣t✐♥❣ t♦ ✉s❡ ♥✉♠❜❡rs t♦ ❝✉t t❤❡ ❦♥♦t✳ ❚♦♦ ♦❢t❡♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤
❧❡❛❞s t♦ ♠✐♥❞✲♥✉♠❜✐♥❣ r❡❛♠s ♦❢ t❛❜❧❡s ❛♥❞ ♥♦t ♠✉❝❤ ✐♥s✐❣❤t✳✶✶
❋♦❝✉s ♦♥ ♦♥❡ ❢❡❛t✉r❡✳ ❆ ❣♦♦❞ ❡❝♦♥♦♠✐st ♠✐❣❤t ❢♦❧❧♦✇ t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡❝♦♥✲
♦♠✐st✬s ✐♥st✐♥❝t ❛♥❞ ❣♦ ❜❛❝❦ t♦ ❜❡✐♥❣ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❧✐tt❧❡ t❤✐♥❦❡r✳ ❚❤❡r❡ ✐s
s♦♠❡ ♠❡r✐t ✐♥ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✐♥ t❤❛t ✐t ❡♥❛❜❧❡s ♦♥❡ t♦ ❡①❛♠✐♥❡ ♣r❡❝✐s❡❧②
t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✉♥❞❡r t❤❡ ❝❡t❡r✐s ♣❛r✐❜✉s ❛s✲
s✉♠♣t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ✜♥❡ ❢♦r ❛ ♥❡❛t ♣♦✐♥t ✐♥ ❛ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❥♦✉r♥❛❧ ❜✉t
✐t ✐s ♥♦t ♠✉❝❤ ❣♦♦❞ ❢♦r t❤❡ ❜✐❣ ♣✐❝t✉r❡✳✶✷
❇✐❣ ♣✐❝t✉r❡✳ ❚r②✐♥❣ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❜✐❣✲♣✐❝t✉r❡ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤✐s ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♣r♦✲
❝❡ss ♠✐❣❤t s❡❡♠ ❛t ❜❡st ♠❡r❡ ❛r♠ ✇❛✈✐♥❣ ❛♥❞ ❛t ✇♦rst ♥♦t ❥✉st ❛r♠
✇❛✈✐♥❣ ❜✉t ❞r♦✇♥✐♥❣ ✐♥ ❛ s❡❛ ♦❢ s♣❡❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❇✉t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡✳
❆s P✐❦❡tt② s❤♦✇s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s❡♥s✐❜❧❡ ✇❛② t♦ ❝❛rr② t❤❡ ❛❝❛❞❡♠✐❝ ❞✐s❝♦✉rs❡
❢♦r✇❛r❞✿ t♦ ❞♦ s♦ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥
t❤✐s ❝♦♥t❡①t✳
✹ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❚❤❡ ♠❡t❛✲♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ t❛❦❡ ❛ ❝❧♦s❡r ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢
t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥✳ ●✐✈❡♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❝❤❡♠❡ s❡t ♦✉t ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸
✇❡ ❝❛♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡ ❛ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❚♦ ❞♦ t❤✐s r❡q✉✐r❡s s♦♠❡ ❝❛r❡✳
❆❣❛✐♥ ✉s❡ F t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❛❧t❤✱ ❜✉t ❧❡t ✉s ♠❛❦❡
❝❧❡❛r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡s✿ t❤❡ ✇❡❛❧t❤
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ n ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Fn ✭❛ s♥❛♣✲
s❤♦t ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✇❡❛❧t❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ♠♦♠❡♥t ✐♥ t✐♠❡ ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥
t❤❡ ❛❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s Fn ✮✳ ❚❤❡ ♠❡t❛ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢✉rt❤❡r
t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✇❡❛❧t❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❙✉♣♣♦s❡
t❤❛t t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛♥❞ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❝❤❛♣t❡rs ♦❢ t❤❡
✐♥❤❡r✐t❛♥❝❡ st♦r② s❡t ♦✉t ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡❝✐s❡❧② s♣❡❝✐✜❡❞✿ s✉♠♠❛r✐s❡
t❤❡s❡ ❛s ❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♣r♦❝❡ss P t❤❛t t❛❦❡s ❛ ❤✐st♦r✐❝❛❧❧② ♣r❡✲❡①✐st✐♥❣ ✇❡❛❧t❤ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ n ❛s ❣✐✈❡♥ ❛♥❞ tr❛♥s❢♦r♠s ✐t ✐♥t♦ ❛♥♦t❤❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ n+ 1✳ ❲❡ ❝❛♥ ❞❡♣✐❝t t❤✐s ✐♥ s❦❡t❝❤ ❢♦r♠ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
Fn 7→ P 7→ Fn+1.
❚❤❡ ✜rst ❛rr♦✇ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ✏✐♥♣✉t✑ t♦ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♣r♦❝❡ss P ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❛rr♦✇ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ✏♦✉t♣✉t✑ ❢r♦♠ P ✳ ❆♣♣❧✐❡❞ r❡❝✉rs✐✈❡❧② t❤✐s ❣✐✈❡s ❛ ❞❡✈❡❧♦♣✲
♠❡♥t st♦r② ♦❢ t❤❡ ✇❛② ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✇❡❛❧t❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡✈♦❧✈❡s t❤r♦✉❣❤ t✐♠❡✱
❤❡r❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ♠❡❛♥✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s n = 1, 2, 3, ...✳ ❚❤✐s ❞❡✈❡❧♦♣✲
♠❡♥t st♦r② ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ♣r♦❝❡ss P ❝❛♥ r❡❛s♦♥❛❜❧② ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦
✶✶■♥ ❝♦♥tr❛st P✐❦❡tt② ✭✷✵✶✹✮ ❞♦❡s t❤✐s ✈❡r② s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✕ s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✏❲✐❧❧ ❈❤✐♥❛ ❖✇♥
t❤❡ ❲♦r❧❞✑ ♦♥ ♣❛❣❡s ✹✻✵✲✹✻✸✳
✶✷P✐❦❡tt② ❤✐♠s❡❧❢ ❞♦❡s t❤✐s t♦ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡ s♣❡❝✐✜❝ ✐ss✉❡s ✐♥ ❤✐s t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡ ✕ s❡❡ t❤❡ ♦♥✲❧✐♥❡ ❛♣♣❡♥❞✐① t♦ P✐❦❡tt② ✭✷✵✶✹✮✳
✽
r❡♠❛✐♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❝❡ss P ✐t ♠❛② ❜❡ t❤❛t t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ s♦♠❡
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ F ∗ t❤❛t ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt②✿
F ∗ 7→ P 7→ F ∗.
■❢ s♦✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ❝❛❧❧ t❤❡ s❡❧❢✲r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ F ∗ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ✭s❡❡ ❛❧s♦ P✐❦❡tt② ✷✵✶✹✱ ♣❛❣❡s ✸✻✶✲✸✻✻✮✳ ❈❧❡❛r❧② t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss P ✳
❙♦✱ ✐♥ ❛♥s✇❡r t♦ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✏✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥❄✑ t❤❡r❡ ❜r♦❛❞❧②
❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✿
✶✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ ❡q✉❛❧✐t②✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ F ∗ ✐s ❛ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤
❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛ss ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✐♥t✳
✷✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ F ∗ ✐s ❛ ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ■t ♥❡❡❞ ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ st❛s✐s✿ t❤❡r❡
❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦❜✐❧✐t② ✇✐t❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♦r ❢❛♠✐❧✐❡s ✇❤♦ ❛r❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣♦♦r
✐♥ ♦♥❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ❛♠♦♥❣ t❤❡ r✐❝❤ ✐♥ ❛ ❧❛t❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥❀ ❜✉t t❤❡
❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ ♣❡r♣❡t✉✐t②✳
✸✳ ❉✐✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❋♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞ P ♥♦ s✉❝❤ F ∗ ❡①✐sts✳
❚❤✐s ✐s ❛ ❜r♦❛❞✲❜r✉s❤ ♣✐❝t✉r❡ ❛♥❞ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ q✉❛❧✐✜❡❞✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ✏✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✑
❝❧❛✉s❡ ✐♥ ❈❛s❡s ✶ ❛♥❞ ✷ ❛❜♦✈❡ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ ❡q✉❛❧✐t② ✭❈❛s❡ ✶✮
♥❡❡❞ ♥♦t ❧✐t❡r❛❧❧② ♠❡❛♥ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ❡✈❡r② ❛❣❡♥t ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ✇❡❛❧t❤
❧❡✈❡❧ ♦r t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❝♦♠❡✳ ❚❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ s♦♠❡ ♥♦✐s❡ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ st♦❝❤❛st✐❝
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts✱ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❛st❡s ♦r r❛♥❞♦♠ s❤♦❝❦s✳✶✸
■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ✐♥ ❈❛s❡ ✷ ✐t ✐s ❛♥ ♦✈❡r✲s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✕ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♠❛②❜❡ ❛ ✉s❡❢✉❧
♦✈❡r✲s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✕ t♦ s❡❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❡❛❧t❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ❥✉st
♦❢ ♣❡r♠❛♥❡♥t str✉❝t✉r❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭❈❤❛♠♣❡r♥♦✇♥❡ ❛♥❞ ❈♦✇❡❧❧ ✶✾✾✽✱ ❈♦✇❡❧❧
✷✵✶✷✮❀ ❛❣❛✐♥ t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ♥♦✐s❡ ✇❤✐❝❤ ❜❧✉rs t❤❡ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❝❧❡❛r ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ r✐❣✐❞
✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❈❛s❡ ✸ ❝❛♥ t❛❦❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❢♦r♠✿ t❤❡r❡
❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❞❡✜♥✐t❡❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛s ❧♦♥❣ ❛s P r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ ♦r
t❤❡r❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❧♦♥❣ t❡r♠ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❛❧t❤ ❛♥❞ ✐♥❝♦♠❡✳
❲❤❛t ❦✐♥❞ ♦❢ s❤❛♣❡ ✇♦✉❧❞ t❤✐s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❛✈❡❄ ❚❤❡r❡ ✐s
❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ s✉❜✲❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛t s❤♦✇s ❤♦✇ t✐❣❤t❧② s♣❡❝✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ✇❡❛❧t❤
❞②♥❛♠✐❝s ✇✐❧❧ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ②✐❡❧❞ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ❛s
❛ ❢❛♠✐❧✐❛r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ P❛r❡t♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳✶✹
❇✉t ✐t ✐s ❛❧s♦ q✉✐t❡ ❝♦♠♠♦♥ t♦ ✜♥❞ t❤❛t ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ st♦r② ♦❢ ✇❡❛❧t❤ ❞②♥❛♠✐❝s
②✐❡❧❞s ❛♥ ♦✉t❝♦♠❡ t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡❛s✐❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❢♦r♠✉❧❛✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ ❢♦r♠✉❧❛✱ t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❛② ♥♦t ❜❡ s♦ ✐♠♣♦rt❛♥t✿ ✐t ✐s s♦♠❡t✐♠❡s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❦♥♦✇ t❤❛t ❛♥
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡①✐sts ❛♥❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❛t
❝♦♥t❡①t ✐t ♠❛② t❤❡♥ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s✉❜st❛♥t✐❛❧ s❤♦❝❦s t♦ ♦r
✶✸❇❡❝❦❡r ❛♥❞ ❚♦♠❡s ✭✶✾✼✾✮ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ❡ss❡♥❝❡ ❤❛s
t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♦✉t❝♦♠❡✳
✶✹❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❲♦❧❞ ❛♥❞ ❲❤✐tt❧❡ ✭✶✾✺✼✮✱ ❈❤❛♠♣❡r♥♦✇♥❡ ✭✶✾✼✸✮✱ ❈❤❛♠♣❡r♥♦✇♥❡ ❛♥❞
❈♦✇❡❧❧ ✭✶✾✾✽✮✱ ❈♦✇❡❧❧ ✭✶✾✾✽✮✱ P✐❦❡tt② ❛♥❞ ❩✉❝♠❛♥ ✭✷✵✶✹✮✳
✾
❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✕ ✇❛rs✱ ❞❡♣r❡ss✐♦♥✱ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✕ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐❧❧ ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ✐t ♠❛② ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ ♣♦❧✐❝② ✐♥str✉♠❡♥ts ✇✐❧❧ ❛✛❡❝t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
✺ ❚❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ❛♥❞ ♣♦❧✐❝②
❚❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② t✇♦ ❥♦❦❡s ✐♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝s❀ ♥❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡♠ ✐s ✈❡r② ❢✉♥♥② ❛♥❞ ♦♥❡
♦❢ t❤❡♠ ❤❛s t❤❡ ♣✉♥❝❤❧✐♥❡ ✏❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡✬s ❛ ❝❛♥✲♦♣❡♥❡r✳✑ ❇✉t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱
t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ✏❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡✬s ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✑ ✐s ♥♦t ❛ ✢✐♣♣❛♥t ❛s✐❞❡✿ t❤❡
✏❝❛♥✲♦♣❡♥❡r✑ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡ r❡❛❧❧② ❤❡❧♣s ✉s t♦
❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❚❤❡ ❦❡② q✉❡st✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡
❧♦♥❣ r✉♥ ✐s ♥♦t s♦♠❡t❤✐♥❣ ❧✐❦❡ ✏❤♦✇ ❧♦♥❣ ✐s t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥❄✑ ❜✉t ✏✐s ❧♦♥❣✲r✉♥
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦❝✉s ❢♦r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝
✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣♦❧✐❝② t♦✇❛r❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t②❄✑✶✺
P✐❦❡tt②✬s ♦✇♥ ♣r✐♠❛r② ❢♦❝✉s ✐s ♦♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❛t❡
♦❢ r❡t✉r♥ t♦ ❝❛♣✐t❛❧ ✭r✮ ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ ♦✉t♣✉t ✭g✮✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s
t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ r− g ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦✉r ✐s ❧❛r❣❡ t❤❡♥✱ ✐♥ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥
t♦t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ♠✉st ❜❡ r✐s✐♥❣✳✶✻ ●✐✈❡♥ t❤❛t ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✭✐♥❝♦♠❡ ❢r♦♠ ✇❡❛❧t❤✮
✐s ♠♦r❡ ✉♥❡q✉❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ t❤❛♥ ❧❛❜♦✉r ✐♥❝♦♠❡✱ t❤✐s r − g ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
s❡❡♥ ❛s t❤❡ ♠♦t♦r ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss P ❞r✐✈✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ✭P✐❦❡tt②
✷✵✶✹✱ ♣❛❣❡s ✸✺✵✲✸✺✸✮✳ ❤❡ ❛r❣✉❡s t❤❛t t❤❡ ❢♦r❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ r − g ✐s ❧✐❦❡❧②
t♦ ❜❡ str♦♥❣❡r t❤❛♥✱ s❛②✱ ❛ ♣♦❧✐❝② r❡❢♦r♠ ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✐♥❤❡r✐t❛♥❝❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❛♣♦❧❡♦♥✐❝ ❈✐✈✐❧ ❈♦❞❡✳
❇✉t✱ t♦ ♠② ♠✐♥❞✱ ❛ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ s✐♠✐❧❛r ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❝♦♥❝❡r♥s ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t
P ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛t ❛❧❧✳ ■❢ ✐t ✐s✱ t❤❡♥ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♠♦❞✐✲
✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ t❛① ♦♥ ✇❡❛❧t❤ ♦r ♦♥ t❤❡ tr❛♥s❢❡rs ♦❢ ✇❡❛❧t❤ ✭✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛♥ ✐♥✲
❤❡r✐t❛♥❝❡ t❛①✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ♥✉❞❣❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡s✐r❡❞
❜② t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡r ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣♦❧✐❝②✳ ■❢ ✐t ✐s ♥♦t✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦r ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢
❛ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t❛❧ r❡❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♠❛② ❜❡ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥ ✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r
t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ♦❢ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳
❙♦✱ ✐s t❤❡ r−g ❝r✐t❡r✐♦♥ ❣♦✐♥❣ t♦ ❜❡❝♦♠❡ ❛ ♥❡✇ ♠❛♥tr❛ ♦❢ ✐♥❡q✉❛❧✐t②❄ ■ ❤♦♣❡
♥♦t✳ ❇✉t t❤❡ ✐♥s✐❣❤ts ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② P✐❦❡tt② ✭✷✵✶✹✮ ✇✐❧❧ ❝❡rt❛✐♥❧② ❜❡❝♦♠❡ t❤❡ ❜❛s✐s
❢♦r s❡r✐♦✉s ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣♦❧✐❝② q✉❡st✐♦♥s✳
❘❡❢❡r❡♥❝❡s
❆❞❛♠s✱ ❑✳ ✭✶✾✼✻✮✳ P❛r❡t♦✬s ❛♥s✇❡r t♦ ✐♥✢❛t✐♦♥✳ ◆❡✇ ❙❝✐❡♥t✐st ✼✶✱ ✺✸✹✕✺✸✼✳
❆❧✈❛r❡❞♦✱ ❋✳ ❛♥❞ ❚✳ P✐❦❡tt② ✭✷✵✶✵✮✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
♦✈❡r t❤❡ t✇❡♥t✐❡t❤ ❝❡♥t✉r②✿ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❡❝♦♥♦♠✐❡s✳ ■♥ ▲✳ ▲♦♣❡③✲
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